Examen de Andlisis de Admisién a la Carrera de
Magister
en Matemaética

Elija tres de los siguientes problemas.

1.- Sea (X, d) un espacio métrico completo y F': X — X una aplicacién tal
que FY es una contraccién (con constante de contraccién k < 1) para algiin
N > 1. Demuestre que F' tiene un tnico punto fijo zg y que ademas

F"(z) — xo para todo z € X.

Indicacién: de por conocido el Teorema del Punto Fijo de Banach para
contracciones.

2.-Sea (X, T) un espacio topolégico e (Y, d) un espacio métrico y sea { fr }ro;
una sucesién de funciones continuas f, : X — Y que convergen uniformente a
la funcién f. Demuestre que f también es continua.

3.- Sea (X, T) un espacio topolégico de Hausdorff y sea A un subconjunto
compacto de X. Demuestre que A es cerrado en X.

4.- Usando multiplicadores de Lagrange demuestre que

1
(arazas - - - an,)/™ < E(a1 +as+az+---ay).
en donde las constantes ax,k = 1,2,...,n son cantidades reales positivas.

Solucién.

1.- Como FV es una contraccién en el espacio métrico completo X, entonces
por el Teorema de Punto Fijo de Banach, FV tiene un tnico punto fijo zg € X,
es decir FV(x) = 2 y se cumple que para todo z € X

klirn FFN (2) = .

Reemplazando z por F(z) se obtiene (por la unicidad del punto fijo) que

i FEVH(z) =

Reemplazamos ahora z por F?(z) y obtenemos

lim FFNF2(2) = 2

k—oo



Asi continuamos hasta que finalmente reemplazamos z por F¥~1(z) lo que nos
da que:

lim FENFTN=1(2) = 4

k—o0
Si consideramos todas estas sucesiones se obtiene la sucesién (F™(2))52; y como
todas convergen a xq se concluye que la serie (F"(z))52; también converge al
punto fijo zo. Finalmente como todo punto fijo de F' es un punto fijo de FN
y como esta ultima funcién tiene un unico punto fijo, se concluye que el punto

fijo xg de F es tnico.

2.- Como la convergencia de la sucesion (f,,),-; a la funcién f es uniforme,
entonces dado € > 0 existe un natural N tal que para todo natural n > N y
para todo x € X se cumple que:

d(fn(z), f(x)) <e€/3
En particular tomando n = N se cumple que
Vee X = d(fn(x),f(x)) <e/3. (1)

Ahora demostraremos que f es continua en x(, en donde xy es un punto arbi-
trario de X. En efecto, como la funcién fy es continua en xg, entonces existe
una vecindad U de xq tal que

VeeU = d(fn(x), fn(z0)) < /3. (2)

Por lo tanto, para todo = € U se cumple:

d(f(z), f(zo)) < d(f(z), fn(z)) +d(fn(x), fn(20)) + d(fn(20), f(20))

< + o+ o=
B 2—6.

N

El primer y tercer €/3 se debe a la implicacién (1) y el segundo ¢/3 se debe a la
implicacién (2). Esto demuestra que f es una funcién continua en X.

3. Sea (X,7) un espacio topolégico de Hausdorff y sea A un subconjunto
compacto de X. Demuestre que A es cerrado en X.

Basta demostrar que el complemento de A es un conjunto abierto. Para
esto tomemos un punto a en el complemento de A. Demostraremos que existe
una vecindad de a totalmente contenida en dicho complemento. Sea b € A,
como a # b y el espacio es de Hausdorff, entonces existen vecindades disjuntas
U y V conteniendo respectivamente a los puntos a y b. Volvemos a realizar
la misma operacién considerando otro punto b € A, obteniendo asi otro par de
vecindades disjuntas conteniendo respectivamente a los puntos a y b. Si hacemos
esto para todos los puntos b € A, las correspondientes vecindades V' serdn un
cubriemiento abierto de A. Como A es compacto existird un subcubrimiento
finito de A. Digamos que este cubrimiento es:

ACViUVRU-- UV,



Ahora si llamamos Uy, Us, ..., U, a las correspondientes vecindades del punto a
que estaban asociadas con las vecindades V7, V5, ..., V,,, se tendrd que la vecin-
dad

U=U:nU:N---NU,

es una vecindad de a completamente contenida en el complemento de A.

4.-Usando multiplicadores de Lagrange demuestre que
1/n 1
(ar1a9a3 - a,) '™ < ﬁ(al +as+az+---ap).
en donde las constantes ax, k = 1,2,...,n son cantidades reales positivas.

Consideremos el problema de hallar el valor méximo de f(x1,%2,...,%,) =

w2323 - 22 sobre la esfera n-dimensional de radio r > 0, cuya ecuacién es:

2 2 2 2
Ty +$2+"'+13”:7" .
Como la esfera es una superficie compacta en R™ y la funciéon f es con-
tinua, entonces dicho méximo existe. Para hallarlo usaremos el método de los
multiplicadores de Lagrange:

Vf = AV(@i+aj+--+al)

2 2 2 2
rto= ity + -+,

Este sistema es equivalente a:

rax2 22 (2) = 2\1
222?22 (220) = 2\xy
(1)
wixd--x? (22,) = 2\z,
i+ a3+l =

Si multiplicamos la primera ecuacién por z1, la segunda por zo, y asi sucesiva-
mente, obtenemos, después de las obvias simplificaciones, el siguiente sistema:

Tiwas e w, = Az
Tiwswy e w, = A
2,22 2 _ 2
TITT5 T, = AT,
2 2 2 2
rit+axy+---+x, = ro.

Sumando las primeras n ecuaciones y haciendo uso de la tltima, obtenemos:

2.2 2 2 2., .2 2 2
nrizsrs - Ty = Naxy + x5+ -+ xh) = Arc.



Por lo tanto:

Ar?
2,22 2
TI1XTHx5 T = ——.
11273
" n
Reemplazando el lado izquierdo de esta expresién en cada una de las primeras
n ecuaciones del sistema, se obtiene, para todo k =1,2,...,n:
o 17
xp = —.
n

Note que para todo k = 1,2,...,n se debe cumplir que =y # 0, puesto que de
otra manera el sistema 1 no tendria sentido puesto que A\ # 0.
Por lo tanto todos los puntos de la forma:

son puntos criticos de la funcién f. Finalmente un simple analisis usando la
compacidad de la esfera unitaria (hueca) y la continuidad de la funcién f, nos
permite asegurar que el valor maximo que asume la funcién en esta esfera es:

Considerando que el valor f(P) = (r?/n)™ encontrado en el Ejemplo anterior
es el maximo de la funcién f sobre la esfera % + 23 + ... + 22 = 72, podemos
escribir que:

2 n
r
it = = f(xl,x27...,xn)<<n> .

Como r > 0 es arbitrario, podemos escribir entonces que:

2, .9 2\ "
2.2 2 2 (Tt -t
T1ToT3 Ty =

n
tomando 7 = a; > 0. Obtenemos la cldsica desigualdad:

a1 +az+- - +an

1/n
aias - Qa <
(1 2 n) n

que establece que el promedio geométrico de n cantidades positivas es menor o
igual a su promedio aritmético.



